Day |a mot 16i gidi rat khé, nhung dong thdi cling mang rat nhiéu gia tri vé mat kién thire, nén
cac ban cé thé can nhéc truéc doc. Nhwng ngoai ra thi cac ban co thé doc I&i gidi cho mot vai
subtask nhé néu nhuw cac ban van chwa gidi dwoc sau ki thi.

Subtask 1:

Trong subtask nay, chi cdng ty A c6 cac canh néi trén dd thi, do d6 bai toan quy vé tim mot
duwong di tr s dén t sao cho canh I&n nhat ndm trén dwong di 1a nhd nhéat. Day 14 mot bai toan
kha co ban ma cac ban co thé sir dung cAu tric dir liéu Disjoint-set két hop v&i thuat toan
Kruskal dé giai.

Cu thé, ta c6 thé sort lai cac canh clia d6 thj theo trong s, 1an lwot thém cac canh vao cho dén
khi s va t lién théng. Trong sb clia canh cubi cling ciing chinh 1a dap sb bai toan.

Dé doc thém vé Disjoint-set, cac ban c6 thé xem & VNOI Wiki:
https://vnoi.info/wiki/algo/data-structures/disjoint-set

Subtask 2:

C6 kha nhiéu cach giai cho subtask nay, nhwng minh sé trinh bay cach dé& phuc vu cho subtask
4.

Dwa vao y twdng cla subtask 1, ta cé thé dé& dang doan rang bai nay co thé giai bang tham
lam. Bay gi® thay vi, chi sir dung toan canh tir A, cac ban cé thé sir dung thém mét vai canh tir
B.

Vay néu chung ta cb dinh canh I&n nhét cé thé siv dung ctia ca A va B, thi moi canh bé hon céac
canh da chon nam trong 2 tap canh A, B déu c6 thé thém vao ma khdng mét thém chi phi nao.

Dé &ng dung I1&i gidi cia subtask 1, ta cé thé giai bai toan theo cac budc sau:
e Cb dinh mdt canh I&n nhat trong dd thi B, thém tat ca cac canh bé hon trong B vao
Disjoint-set hién tai.
e Lan lwot thém cac canh trong d6 thi A, dirng lai ngay thoi diém dau tién s lién théng véi t
va cap nhat dap an (gibng nhu subtask 1, chi khac két qua sé dwoc cong thém trong sé
ctia canh B da cb dinh).

Subtask 4:

Tl subtask 2, chung ta lai thu vé dwoc mot nhan xét quan trong sau:


https://vnoi.info/wiki/algo/data-structures/disjoint-set

Goi f(b) = a la trong sb canh trong db thi A nhé nhat dé néu thém tét ca céc canh trong dé thi B
VGi trong sb <= b va cac canh trong db thj A véi trong sb <= a thi s lién théng vai t.

Nhan xét: f(b + 1) <= f(b).

Day la mot nhan xét kha ré rang, do thém cang nhiéu canh trong B vao thi can cang it canh
trong A dé s va t lién thdng, twong dwong véi viéc trong sb canh A 1&n nhat can thiét cling sé
nho di.

Thuéat toan two-pointer:
Dén day, ta c6 thé d& dang nhin ra mét y twéng sau:

e DAu tién thém tat ca cac canh trong d6 thj A vao db thi.
e Lan lwot tinh cac f(b) v&i b tlr nhd dén I&n, méi lan thi thir xda cac canh A 1&n nhat dén
khi ndao s vat van con lién thong.

Can tré: Theo nhw minh biét thi dén hién tai, chwa cé mot ciu truc di liéu nao dd manh dé
thém va xo6a canh bét ki cuing ltic phuc vu cho cac truy van & bén trén triv Link-Cut Tree (thér ma
ban chi cai trong 3 tiéng ki thi quc gia néu nhw ban bi mat nao).

M6t cach tiép can khac: Néu nhin theo mét mat khac, cau trac div liéu Disjoint-set & trén co
thé gitp ban tra 16 hai truy van bao gém thém canh va hai tinh lién théng clia 2 dinh bat ki. Thi
duy nhét n6 thiéu la thao tac xéa canh.

“Véy néu khéng xéa thi sao?”

Diéu nay la hoan toan co thé, do gi¢i han cla bai toan 1a N <= 50 000, nén khéng ai bét ban
phai lam mot thuat cuc ki téi wu méi co thé &n hét diém. Mot 16i gidi dwa trén cac nhan xét nay
da dwoc gido sw PVH chia sé va cac ban c6 thé tham khao & day:
https://www.facebook.com/groups/VNOIForum/permalink/2843454175675398/?comment_id=28
43697328984416

L&i giai cua minh:

Nhw da néi & trén thi | gidi cia minh cho bai toan nay 1a chia dé tri, va mét nhan xét quan
trong can thiét dé thwc hién minh da néi & trén: f(b + 1) <= f(b).

Nhan xét thir 2: thi tw dé tinh f(b) khéng quan trong.

Do d6 minh c6 mét tw twdng chia dé tri véi ham solve nhw hinh 2


https://www.facebook.com/groups/VNOIForum/permalink/2843454175675398/?comment_id=2843697328984416
https://www.facebook.com/groups/VNOIForum/permalink/2843454175675398/?comment_id=2843697328984416

Li do ta c6 thuat toan nay, 1a b&i vi véi mot doan [L, R] bat ki va mid = (L + R) / 2 thi f(R) <=
f(mid) <= f(L).

Vén dé bay gid la 1am thé nao dé tinh f(mid) mét cach nhanh chéng.

Néu ta coi nhw trong Disjoint-set hién tai da c6 tat ca cac canh B véi trong sb < L va cac canh A
v&i trong sb < from. Thi viéc tinh f(mid) cé thé thwc hién nhw sau:

e Thém tit ca cac canh B co trong sb tir L dén mid.
e Lan lwot thém cac canh A c6 trong s6 tir from dén to va dirng lai khi s va t lién thong,
trong sb ctia canh cudi cung thém vao chinh la f(mid).

Tiép theo, d& ham chia dé tri xuéng [mid + 1, R] va [L, mid - 1] thda man diéu kién da gia st &
bén trén, thi bay gi¢ ta phai x6a cac canh da thém hién tai khéi Disjoint-set va thém mot s6
canh vao sao cho phu hop.

Mau chét: Cac canh ta can xoa di hién tai 1a nhirng canh cudi cuing vira dwoc thém vao
Disjoint-set.

Hay néi cach khac, ta cé thé lwu lai nhivng thay ddi gan nhat nhat trong cAu tric Disjoint-set va
“phién ban ci” ctia chinh n6 dé khéi phuc lai Disjoint-set gibng nhw truwéc khi tinh ham f(mid).

Persistent Disjoint-set (with rollbacks):
Néu nhw véi disjoint-set théng thwéng, cac ban thuweng cé 2 hwéng chinh sau:

e Union by rank
e Nén duwong

Va c6 nhiéu ban con lam ca 2.

Pé y rang, néu st dung phwong phap Union by rank, thi mdi Ian hai vé tinh lién théng cla hai
dinh bét ki, ta chi mat O(log N), do d6 nén dwdng trong trwedng hop nay la khéng can thiét.

Thr hai, trong ham thém canh (join) thi chi cé théng sé cia duy nhét 2 dinh bj thay di. Do do,
chi phi dé ta “rollback” disjoint-set vé& K canh truéc d6 c6 do phirc tap 1a O(K).

Quay lai v&i bai toan, gior day ta cé thé thuc hién 1i gidi theo cac bwéc sau:
e Tinh f(mid)
e Rollback vé nhw cil, thém cac canh A tir from dén f(mid) va goi solve(L, mid - 1, f(mid),
to).
e Roll back v& nhw cii, thém cac canh B tir L dén mid va goi solve(mid + 1, R, from,
f(mid)).



e Roll back vé nhu cii tiép.

DPanh gia d6 phtrc tap: Do méi lan ta chia déi L, R nén sé co tdi da O(log |B|) tAng, va mbi tang,
tdng sé canh ta duyét qua la O(JA| + |B|). V&i méi canh duyét qua, ta cé thém truy van vé tinh
lién thdng cla s va t, nhd Union by rank nén dé phirc tap cho méi truy van 1a O(log N).

Vay tbng két lai dd phirc tap cta l&i gidi nay 1a O(M log M log N).

Loi két: Do bai tap nay tir dau da & mdrc advanced, nén dé giai thich can ké tirng ché thi sé rat
dai, nén mong cac ban théng cdm. Minh cling xin khdng dinh lai 12 1&i giai & trén khdng hé don
gian, nén du ban c6 doc khéng hiéu ngay thi ciling rat binh thwéng. Minh rat hi vong cac ban cé
thé nghién ngdm dd lau va hoc dugc cai gi dé tir bai viét nay. :)

Kién thirc quan trong (khéng phai cho VOI) vé Persistent Dsu cac ban c6 thé search trén google
va doc cac tai liéu tiéng anh.

Tham khao:
https://vnoi.info/wiki/algo/dp/Mot-so-ky-thuat-toi-uu-hoa-thuat-toan-Quy-Hoach-Dong



https://vnoi.info/wiki/algo/dp/Mot-so-ky-thuat-toi-uu-hoa-thuat-toan-Quy-Hoach-Dong

